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ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ

Ζήτηµα 1ο

Α.1. Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ µε διάµεσο ΑΜ να αποδείξετε ότι το άθροισµα
των τετραγώνων δύο πλευρών του ισούται µε το διπλάσιο του
τετραγώνου της διαµέσου που περιέχεται µεταξύ των πλευρών αυτών,
αυξηµένο κατά το µισό του τετραγώνου της τρίτης πλευράς, δηλαδή:
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(Μονάδες 10)

Α.2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ < ΑΓ να συµπληρώσετε τη σχέση:

ΑΓ2 – ΑΒ2 = …………….

ώστε να εκφράζει το δεύτερο θεώρηµα των διαµέσων.
(Μονάδες 2,5)

Β. Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή
απάντηση για καθένα από τα ερωτήµατα Β1 και Β2.

Β1. Σε τρίγωνο ΑΒΓ δίνονται β = 8, γ = 6 και µα = 5.
Η πλευρά α είναι ίση µε:

Α. 7
Β. 4
Γ. 10
∆. 9
Ε. 11

(Μονάδες 6,5)

Β2. Σε τρίγωνο ΑΒΓ δίνονται α = 4, β = 7, γ = 5, Α∆ το ύψος και ΑΜ η
διάµεσος. Η προβολή ∆Μ της διαµέσου ΑΜ πάνω στην πλευρά α είναι
ίση µε:

Α. 4
Β. 8
Γ. 8/3
∆. 5
Ε. 3

(Μονάδες 6)
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Ζήτηµα 2ο

∆ίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆ µα ΑΒ//Γ∆, ΑΒ<Γ∆ και ΑΒ = 4, Α∆ = 3,
ΒΓ = 5.
Να υπολογίσετε:

α) Την προβολή της ΒΓ πάνω στη ∆Γ.
(Μονάδες 9)

β) Το εµβαδόν του τραπεζίου ΑΒΓ∆.
(Μονάδες 9)

γ) Το εµβαδόν του τριγώνου ∆ΒΓ.
(Μονάδες 7)

Ζήτηµα 3ο

Σε κύκλο (Ο,R) είναι εγγεγραµµένο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρά
ΑΒ = 15. Να υπολογίσετε:

α) Την ακτίνα R του κύκλου.
(Μονάδες 6)

β) Το εµβαδόν του κυκλικού δίσκου (Ο,R).
(Μονάδες 6)

γ) Το εµβαδόν του ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ.
(Μονάδες 6)

δ) Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον κύκλο και το ισόπλευρο
τρίγωνο.

(Μονάδες 7)

Ζήτηµα 4ο

∆ίνεται κύκλος (Ο,R) και µια διάµετρός του ΑΒ. Από ένα σηµείο Μ του κύκλου,
διαφορετικό των Α και Β, φέρνουµε κάθετη στη διάµετρο ΑΒ, που τέµνει τον
κύκλο στο σηµείο Ζ και τη διάµετρο στο σηµείο ∆. Επί της ΑΒ θεωρούµε το
ευθύγραµµο τµήµα ΟΓ = Ο∆ και φέρνουµε τη ΜΓ, που τέµνει τον κύκλο στο
σηµείο Ε. Να αποδείξετε ότι:

α) Μ∆2 = Α∆ • ∆Β.
(Μονάδες 6)

β) ΜΓ • ΓΕ = Μ∆ • ∆Ζ = R2 – Ο∆2.
(Μονάδες 6)

γ) ΜΓ2 + Μ∆2 = 2(R2 + Ο∆2).
(Μονάδες 5)
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

Ζήτηµα 1ο

Α.1.

α) Έστω ΑΒ < ΑΓ και ΑΜ διάµεσος. Τα τρίγωνα ΑΒΜ και ΑΜΓ έχουν: ΑΜ
κοινή, ΒΜ = ΜΓ και ΑΒ < ΑΓ, άρα:
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(αφού έχουν δύο πλευρές ίσες και τις τρίτες πλευρές άνισες, οι απέναντι
γωνίες είναι οµοίως άνισες).
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Εφαρµόζουµε στο τρίγωνο ΑΒΜ την γενίκευση του πυθαγορείου
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 και έχουµε:

ΑΒ2 = ΑΜ2 + ΒΜ2 - 2ΒΜ • ∆Μ (1)

Εφαρµόζουµε στο τρίγωνο ΑΜΓ την γενίκευση του πυθαγορείου
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 και έχουµε:

ΑΓ2 = ΑΜ2 + ΓΜ2+ 2ΓΜ • ∆Μ (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) βρίσκουµε ότι:

ΑΒ2 + ΑΓ2 = 2ΑΜ2 + ΒΜ2 + ΜΓ2 – 2ΒΜ • ∆Μ + 2ΓΜ • ∆Μ =
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Εποµένως:
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β) Έστω ΑΒ = ΑΓ. Τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ιοσκελές, οπότε η διάµεσος
Α∆ είναι ύψος και διχοτόµος. Αφού Α∆ διάµεσος, τότε Β∆ = ∆Γ = ΒΓ/2,
κι επιεδή Α∆ ύψος, τότε το τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ορθογώνιο, απ’ όπου µε
Π.Θ. έχουµε:

ΑΒ2 = Α∆2 + Β∆2 ⇔2ΑΒ2 = 2(Α∆2 + Β∆2) ⇔

⇔ ΑΒ2 + ΑΓ2 = 2Α∆2 + 2Β∆2 ⇔
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Εποµένως:
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γ) Οµοίως µε το (α) αποδεικνύεται αν ΑΒ > ΑΓ

Α.2. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ < ΑΓ, όπου Α∆ ύψος και ΑΜ διάµεσος. Τότε
από το δεύτερο θεώρηµα διαµέσων έχουµε:

ΑΓ2 – ΑΒ2 = 2 • ΒΓ • ∆Μ.

Β.1. Από το θεώρηµα των διαµέσων γνωρίζουµε ότι:
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κι επειδή έχουµε β = 8, γ = 6 και µα = 5, βρίσκουµε:

82 + 62 = 2 • 52 + α2/2 ⇔ 64 + 36 = 2 • 25 + α2/2 ⇔

⇔ 100 = 50 + α2/2 ⇔ α2/2 = 50 ⇔ α2 = 100 ⇔ α = 10,

Εποµένως σωστή απάντηση είναι η Γ.

Β.2. Από το δεύτερο θεώρηµα των διαµέσων, κι επειδή β > γ, α = 4, β = 7,
γ = 5, βρίσκουµε:

β2 – γ2 = 2 • α • ∆Μ ⇔ 72 – 52 = 2 • 4 • ∆Μ ⇔

⇔ 49 – 25 = 8 • ∆Μ ⇔ 24 = 8 • ∆Μ ⇔ ∆Μ = 3,

Εποµένως σωστή απάντηση είναι η Ε.

Ζήτηµα 2ο

α) Φέρνουµε το ύψος ΒΕ, οπότε η προβολή της ΒΓ πάνω στη ∆Γ είναι το
τµήµα ΓΕ.
Επειδή το ΒΕ είναι ύψος (όπως και το Α∆), θα ισχύει: ΒΕ = Α∆ = 3.
Εφαρµόζουµε το πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΒΕΓ και βρίσκουµε
ότι:

ΒΓ2 = ΒΕ2 + ΕΓ2 ⇔ ΕΓ2 = ΒΓ2 – ΒΕ2 ⇔ ΕΓ2 = 52 – 32 ⇔ ΕΓ2 = 16 ⇔ ΕΓ =
4.

β) Το τραπέζιο ΑΒΓ∆ έχει µικρή βάση ΑΒ = 4, µεγάλη βάση Γ∆ = ∆Ε + ΕΓ =
8 και ύψος Α∆ = 3, άρα:
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ΕΑΒΓ∆ = 18 τετρ. µονάδες.

γ) Το τρίγωνο ∆ΒΓ έχει βάση Γ∆ = 8 και ύψος ΒΕ = 3, οπότε:
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Άρα:  ΕΒΓ∆ = 12 τετρ. µονάδες.

Ζήτηµα 3ο

α) Γνωρίζουµε από τη θεωρία ότι:
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⇔ Ε(0,R) = 75π τετρ. µονάδες.

γ) Γνωρίζουµε ότι ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς α έχει εµβαδόν:
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Οπότε για α = ΑΒ = 15, βρίσκουµε ότι:
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δ) Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον κύκλο και το
ισόπλευρο τρίγωνο είναι:
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Ζήτηµα 4ο

α) Για τη χορδή ΜΖ το Ο∆ είναι απόστηµα, άρα το ∆ είναι το µέσο της
χορδής ΜΖ και το Β είναι το µέσο του τόξου ΜΖ.
Επίσης, οι ΜΖ, ΑΒ είναι χορδές του κύκλου (Ο, R) που τέµνονται στο ∆,
εποµένως:

Α∆ • ∆Β = Μ∆ • ∆Ζ ⇔ Α∆ • ∆Β = Μ∆ • Μ∆ ⇔ Α∆ • ∆Β = Μ∆2.

β) Το ΜΕ είναι χορδή του κύκλου και το Γ σηµείο της χορδής ΜΕ
(εσωτερικό του κύκλου), άρα:

ΜΓ • ΓΕ = R2 – ΟΓ2.

Οµοίως το ΜΖ είναι χορδή του κύκλου και το ∆ σηµείο της χορδής ΜΖ
(εσωτερικό του κύκλου), άρα:

Μ∆ • ∆Ζ = R2 – ΟΓ2.

Συνεπώς: ΜΓ • ΓΕ = Μ∆ • ∆Ζ = R2 – ΟΓ2.

γ) Στο τρίγωνο ΜΓ∆ το ΜΟ είναι διάµεσος οπότε από το 1ο θεώρηµα των
διαµέσων βρίσκουµε ότι:

Μ∆2 + ΜΓ2 = 2ΜΟ2 + (1/2 Γ∆2) ⇔ Μ∆2 + ΜΓ2 = 2R2 + 1/2 (2Ο∆)2 ⇔

⇔ Μ∆2 + ΜΓ2 = 2R2 + 1/2 • (4Ο∆2) ⇔ Μ∆2 + ΜΓ2 = 2R2 + 2Ο∆2.

δ) Επειδή Μ∆ = ∆Ζ, Μ∆ • ∆Ζ = R2 – ΟΓ2 και Μ∆2 + ΜΓ2 = 2R2 + 2Ο∆2, η
δοσµένη σχέση γράφεται ισοδύναµα:
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Η τελευταία σχέση ισχύει λόγω του 2ου ερωτήµατος.


